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EJERCICIO (29:42) 

Demostrar que: 

ർ𝟎ቚ𝑻 ቄ൫𝒂𝒄ሺ∞ሻ െ 𝒂𝒄ሺെ∞ሻ൯൫𝒂𝒅ሺ∞ሻ െ 𝒂𝒅ሺെ∞ሻ൯ ቀ𝒂𝒂
றሺെ∞ሻ െ 𝒂𝒂

றሺ∞ሻቁ ቀ𝒂𝒃
றሺെ∞ሻ െ 𝒂𝒃

றሺ∞ሻቁቅ ቚ𝟎

ൌ ൻ𝟎ห𝑻൛𝒂𝒄ሺ∞ሻ𝒂𝒅ሺ∞ሻ𝒂𝒂
றሺെ∞ሻ𝒂𝒃

றሺെ∞ሻൟห𝟎ൿ
 

 

Desarrollamos: 

൫𝑎ሺ∞ሻ െ 𝑎ሺെ∞ሻ൯൫𝑎ௗሺ∞ሻ െ 𝑎ௗሺെ∞ሻ൯ ቀ𝑎
றሺെ∞ሻ െ 𝑎

றሺ∞ሻቁ ቀ𝑎
றሺെ∞ሻ െ 𝑎

றሺ∞ሻቁ ൌ 

 

ൌ ൫𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ െ 𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ െ 𝑎ሺെ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ  𝑎ሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ൯ ቀ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ

െ 𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻ െ 𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ  𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻቁ ൌ 

 

ൌ 𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ െ 𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻ െ 𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ

 𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻ െ 

െ𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ  𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻ  𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ

െ 𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻ െ 

െ𝑎ሺെ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ  𝑎ሺെ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻ  𝑎ሺെ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ

െ 𝑎ሺെ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻ  

𝑎ሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ െ 𝑎ሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻ െ 𝑎ሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ

 𝑎ሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻ 

 

Aplicamos la ordenación temporal a cada término de la expresión anterior: 

1) 𝑇൛𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻൟ ൌ 𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ 

2) 𝑇൛𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻൟ ൌ 𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ 

3) 𝑇൛𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻൟ ൌ 𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ 

4) 𝑇൛𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻൟ ൌ 𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻ 

5) 𝑇൛𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻൟ ൌ 𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ 

6) 𝑇൛𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻൟ ൌ 𝑎ሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ 

7) 𝑇൛𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻൟ ൌ 𝑎ሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ 

8) 𝑇൛𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻൟ ൌ 𝑎ሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ 

9) 𝑇൛𝑎ሺെ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻൟ ൌ 𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎ሺെ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ 

10) 𝑇൛𝑎ሺെ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻൟ ൌ 𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎ሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ 

11) 𝑇൛𝑎ሺെ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻൟ ൌ 𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎ሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ 

12) 𝑇൛𝑎ሺെ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻൟ ൌ 𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻ𝑎ሺെ∞ሻ 

13) 𝑇൛𝑎ሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻൟ ൌ 𝑎ሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ 
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14) 𝑇൛𝑎ሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻൟ ൌ 𝑎
றሺ∞ሻ𝑎ሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ 

15) 𝑇൛𝑎ሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻൟ ൌ 𝑎
றሺ∞ሻ𝑎ሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ 

16) 𝑇൛𝑎ሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻൟ ൌ 𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻ𝑎ሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ 

Aplicamos la relación de conmutación a los 16 términos, ൣ𝑎 , 𝑎
ற൧ ൌ 0  para k ് q: 

1) 𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ 

2) 𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ ൌ 𝑎ሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ ൌ 𝑎
றሺ∞ሻ𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ 

3) 𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ ൌ 𝑎ሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ ൌ 𝑎
றሺ∞ሻ𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ 

4) 𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻ ൌ 𝑎
றሺ∞ሻ𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻ ൌ 𝑎
றሺ∞ሻ𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻ 

5) 𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ ൌ 𝑎ሺ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ ൌ 𝑎ሺ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ 

6) 𝑎ሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ ൌ 𝑎ሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ 

7) 𝑎ሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ ൌ 𝑎ሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ 

8) 𝑎ሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ 

9) 𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎ሺെ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ ൌ 𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎ሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ ൌ 𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ𝑎ሺെ∞ሻ 

10) 𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎ሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ ൌ 𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ𝑎ሺെ∞ሻ 

11) 𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎ሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ ൌ 𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ𝑎ሺെ∞ሻ 

12) 𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻ𝑎ሺെ∞ሻ 

13) 𝑎ሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ ൌ 𝑎ሺെ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ ൌ

𝑎ሺെ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ 

14) 𝑎
றሺ∞ሻ𝑎ሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ ൌ 𝑎
றሺ∞ሻ𝑎ሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ 

15) 𝑎
றሺ∞ሻ𝑎ሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ ൌ 𝑎
றሺ∞ሻ𝑎ሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ 

16) 𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻ𝑎ሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻ 

Contraemos estos términos en el vacío: ⟨0|𝑇é𝑟𝑚𝑖𝑛𝑜|0⟩ y teniendo en cuenta que: 

a) 𝑎| 0⟩ ൌ 0 
b) ൻ0|𝑎ற ൌ 0 

Se obtiene que los términos 2 a 4 se anulan por (b), los términos 5 a 16 se anulan por (a), quedando sólo el 

primero de ellos: 

1) ൻ𝟎ห𝒂𝒄ሺ∞ሻ𝒂𝒅ሺ∞ሻ𝒂𝒂
றሺെ∞ሻ𝒂𝒃

றሺെ∞ሻห𝟎ൿ ൌ  ൻ𝟎ห𝑻൛𝒂𝒄ሺ∞ሻ𝒂𝒅ሺ∞ሻ𝒂𝒂
றሺെ∞ሻ𝒂𝒃

றሺെ∞ሻൟห𝟎ൿ ് 𝟎 

2) ൻ0ห𝑎
றሺ∞ሻ𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻห0ൿ ൌ 0 

3) ൻ0ห𝑎
றሺ∞ሻ𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻห0ൿ ൌ 0 

4) ൻ0ห𝑎
றሺ∞ሻ𝑎ሺ∞ሻ𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻห0ൿ ൌ 0 

5) ൻ0ห𝑎ሺ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻห0ൿ ൌ 0 

6) ൻ0ห𝑎ሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻห0ൿ ൌ 0 

7) ൻ0ห𝑎ሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻห0ൿ ൌ 0 

8) ൻ0ห𝑎ሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻห0ൿ ൌ 0 

9) ൻ0ห𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ𝑎ሺെ∞ሻห0ൿ ൌ 0 

10) ൻ0ห𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ𝑎ሺെ∞ሻห0ൿ ൌ 0 

11) ൻ0ห𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ𝑎ሺെ∞ሻห0ൿ ൌ 0 

12) ൻ0ห𝑎ௗሺ∞ሻ𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻ𝑎ሺെ∞ሻห0ൿ ൌ 0 

13) ൻ0ห𝑎ሺെ∞ሻ𝑎
றሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻห0ൿ ൌ 0 
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14) ൻ0ห𝑎
றሺ∞ሻ𝑎ሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻห0ൿ ൌ 0 

15) ൻ0ห𝑎
றሺ∞ሻ𝑎ሺെ∞ሻ𝑎

றሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻห0ൿ ൌ 0 

16) ൻ0ห𝑎
றሺ∞ሻ𝑎

றሺ∞ሻ𝑎ሺെ∞ሻ𝑎ௗሺെ∞ሻห0ൿ ൌ 0 

De este modo se comprueba que: 

ർ𝟎ቚ𝑻 ቄ൫𝒂𝒄ሺ∞ሻ െ 𝒂𝒄ሺെ∞ሻ൯൫𝒂𝒅ሺ∞ሻ െ 𝒂𝒅ሺെ∞ሻ൯ ቀ𝒂𝒂
றሺെ∞ሻ െ 𝒂𝒂

றሺ∞ሻቁ ቀ𝒂𝒃
றሺെ∞ሻ െ 𝒂𝒃

றሺ∞ሻቁቅ ቚ𝟎

ൌ ൻ𝟎ห𝑻൛𝒂𝒄ሺ∞ሻ𝒂𝒅ሺ∞ሻ𝒂𝒂
றሺെ∞ሻ𝒂𝒃

றሺെ∞ሻൟห𝟎ൿ
 

 


